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Abstract{ This paper deals with the realization of \Palm circle" task for a ball-beam system in a 2-
dimensional space. The palm circle means the situation where the spactial position of the ball is xed at a
point while the relative position of the ball on the beam tracks a cyclic trajectory. First, the equations of
motion of the ball and the beam are derived via the Lagrange equation with the constraints that stand for
the rolling contact between the ball and the beam. Second, the equations of motion are transformed to the
ones in terms of the control variables, i.e. the position of the ball, the relative position of the ball on the
beam and the orientation angle of the beam. Third, the LQ optimal servo controller is derived based on the
linear system around the origin of the equations of motion for the control. Finally, the eectiveness of the
controller with a cyclic trajectory of ball on the beam is veried by numerical simulations.





































Fig. 1: A task of Contact juggling -Palm circle.















Fig. 3: A ball-beam system with the palm circle task.







































Fig. 5: Geometric parameters of the ball and the
beam.

















は全長 lF，質量は mO であり，中心まわりの慣性モー
メントは JF = 112mF l2F [kg m2] である．ボールは半
径 rO [m]，質量は mO [kg] であり，中心まわりの慣性









置・姿勢を (BpF ;BRF ) 2 SE(2) で表すものとする．
ここで，BpF 2 R2 は B の原点から F の原点まで
の位置ベクトル，BRF 2 SO(2)は B から見た F の
姿勢を表す回転行列である．また，対象物座標系 O に
ついても同様にして位置・姿勢を (BpO;BRO) 2 SE(2)
で表現する．なお，BRF，BRO は 2次元空間におけ
る回転行列であるため，それぞれ F，O の 1変数の
みを用いて表現することができる．
BRF := R(F );
BRO := R(O) (1)
ただし F，O 2 R はそれぞれ B の x 軸から F，


















































; ORCO = R(O   2 ) (5)
ここで F 2 R は F から CF の原点までの符号付





標系 F の原点に作用する並進力 BfF 2 R2，モーメ

























CFRCO = R() (9)
である．特に，(7) 式は指先と対象物が接触している
拘束条件である1．これら (7)，(8)式により，接触座標
F，O を一般化座標 qF，qO を用いて表すことがで




BpO   BpF ) + BRTFBROOpCO
= BRTF (
BpO   BpF )  ORTCOOpCO
= BRTF (






BpO   BpF ) (10)
ただし，ex := [1 ; 0]T，ey := [0 ; 1]T であり，eTx ey =
0 の関係を用いた．次に，O については，(8)，(10)
式および付録 Aの回転行列の性質を用いれば







































































   mF geTy BpF +mOgeTy BpO (15)















ここで， 2 R2 はラグランジュの未定乗数であり，











また， 2 R6 は系に作用する非保存外力であり，指
先への入力となる．


















































_A _q +Aq = 0
であり，運動方程式の (20)式を代入して q を消去すれ





















35 2 R4 (22)





BpO   BRF FpCF + BROOpCO
= BpO   BRF FpCF   BRFORTCOpCO






























B _pO   B _RF FpO   BRF F _pO










速度 _q を制御変数の速度 _xc を用いて表現できる．




I2  BRFex  R(2 )BRF FpO
012 0 1
I2 021 021
012   1rO 1
37775 2 R64
ここで，係数行列 S の列ベクトルは拘束 (14)式の係
数行列 A の零化空間を張っており，
AS = 0 (28)
が成り立つ．この (28)式の証明は付録に示す．したがっ
て，(27)式を拘束 (14)式に代入すると






q = _S _xc + S xc (29)







Mc(xc)xc+Cc(xc; _xc) _xc+Fgc(xc) = Bc(xc)u (30)
ただし
Mc := S
TMS; Cc := S
TM _S
Fgc := S





制御系設計のため，(30)式を状態量の原点 (xc; _xc) =
(0;0) の近傍で線形化する．したがって，状態量およ






























mc11 := mF I2
mc12 :=  mFex
mc13 := mF rOex




mc23 :=  (mF rO + 1rO JO)
mc33 := mF r
2
O + JF + JO
さらに (32)式を整理すれば




264022 021 021012 0  mF g









重力に由来する定数項 dgc 2 R4 が存在するため，以
下の重力補償を導入する．







(34)式を (33)式に適用すれば， Bcug = dgc であるこ
とから，




























































































TRu)dt; Q  0; R > 0
を解くことで，最適 LQサーボによる制御則を求める．

























初期値については，まず BpF (0)，F，F，O を
設定する．残りの BpO，O については (23)，(24)式
を用いて決定することとする．
BpF (0) = [0 ; 0]
T [m]; F (0) =  5 [deg]














Qv = I4; Qy = 100I3










Fig. 9: The initial situation of the ball-beam system.
最後に，出力に対する目標値を以下のように設定する．
r(t) =
264 021 AF cos(2fF t)
0
375
ここで，F に対する軌道の振幅 AF と周波数 fF は
次のようにする．
AF = 0:1 [m]; fF = 0:2 [Hz]
4.2 シミュレーション結果
シミュレーション結果を Figs. 10{13に示す．シミュ
レーション時間は 20 [sec] とした．Figs. 10，11より，
一般化座標 q および制御出力 y の全てが安定である
ことが分かる．Fig. 11において赤い点線は目標値を示

























u =  KF (x  xd) 
Z t
0








を Figs. 14{17 に示す．まず図より，安定であること
が分かり，応答の様子についても全体的に元の制御則
と同様であることが見て取れる．大きな違いとしては，


































































































Fig. 10: Simulation result: Finger & object.
time [sec]


























Fig. 11: Simulation result: Ctrl. variables.
time [sec]































Fig. 12: Simulation result: Ctrl. inputs.
time [sec]
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Fig. 14: Simulation result(modied): Finger & object.
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Fig. 15: Simulation result(modied): Ctrl. variables.
time [sec]






























Fig. 16: Simulation result(modied): Ctrl. inputs.
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Fig. 17: Simulation result(modied): Cotact forces.
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A 回転行列の性質
2次元空間での回転行列 R() 2 SO(2)， 2 R の性
質を以下にまとめる．証明は簡単であるため省略する．
R 1() = RT() = R( ) (A.1)














; SF 2 R36; SO 2 R36 (B.1)
(28)式の左辺を計算すると














Fig. 18: Simulation result(modied): Snapshots of the animation.
た，(8)，(9)式より，
BRO

















FpCF   FpO + rOBey

= 0 (B.4)


































264 (mF +mO)gey mF geTx BRTFey
mF g(rOex   Fey)TBRTFey
375
Bc =
264 I2 021 eTx BRTF 0
eTx (rOex   Fey)T 1
375
ただしMc，Cc の成分は以下で定義される．8>>>>>>><>>>>>>>:
mc11 := (mF +mO)I2
mc12 :=  mFBRFex
mc13 := mF
BRF (rOex   Fey)




mc23 :=  (mF rO + 1rO JO)
mc33 := mF r
2
O + JF + JO
8>>><>>>:




F _Fex + (rO _F   _F )ey
o
cc23 :=  mFF _F
cc33 := mFF _F
